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  :التمرٌن الأول 

 

                          :  فلكة مُعرفة بمعادلتها الدٌكارتٌة التالٌة  𝒮 لدٌنا 

 𝒮 ∶  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 − 2𝑧 − 1 = 0                                    

∶ 𝒮 :    ٌعنً    𝑥2 − 2𝑥 +  𝑦2 +  𝑧2 − 2𝑧 − 1 = 0 

∶ 𝒮 :      ٌعنً    𝑥 − 1 2 +  𝑦 − 0 2 +  𝑧 − 1 2 − 1 = 2  

∶ 𝒮 :      ٌعنً    𝑥 − 1 2 +  𝑦 − 0 2 +  𝑧 − 1 2 =   3 
2

  

;Ω 1 فلكة مركزها  𝒮 إذن  0; 𝑅 و شعاعها  1 =  3.  

  :   لدٌنا 
𝐴 1; 1;−1 

𝐵 0; 1;−2 

𝐶 3; 2; 1   

 :      إذن  
𝐴𝐵       −1; 0;−1 

𝐴𝐶       2; 1; 2       
     

∧      𝐴𝐵                                            :    و منه  𝐴𝐶      =  
−1
0
−1
 ∧  

2
1
2
  

,𝑀 𝑥لتكن  𝑦, 𝑧  نقطة من المستوى  𝐴𝐵𝐶 .  

∧      𝐴𝐵نعلم أن المتجهة   𝐴𝐶        منظمٌة على المستوى   𝐴𝐵𝐶 .   

∧      𝐴𝐵 إذن المتجهتان   𝐴𝐶        متعامدتان          و . 

∙       𝐴𝑀:   ٌعنً   𝐴𝐵      ∧ 𝐴𝐶       =  :        أي 0
𝑥 − 1
𝑦 − 1
𝑧 + 1

 ∙  
1
0
−1
 = 0 

𝑥 1:    ٌعنً  − 1 + 0 𝑦 − 1 − 1 𝑧 + 1 = 0 

𝑥:    ٌعنً  − 𝑧 − 2 = 0 

  . 𝐴𝐵𝐶 و هذه الكتابة الأخٌرة هً معادلة دٌكارتٌة للمستوى 

;Ω 1:   لدٌنا  0; ∶ 𝐴𝐵𝐶    و    1 𝑥 − 𝑧 − 2 = 0    

  .𝑂  قائم الزاوٌة فً النقطة 𝑂𝑀Ωلدٌنا المثلث  

  .Ω  و النقطة               هً أصغر مسافة بٌن نقط                     لأن  

 .و نحصل على هذه المسافة عندما ٌتحقق لدٌنا التعامد 

𝑀Ω2:   إذن حسب مبرهنة فٌتاغورس المباشرة  = 𝑂Ω2 + 𝑂𝑀2  

𝑅2: ٌعنً  =  𝑑 Ω,  𝐴𝐵𝐶   
2

+ 𝑟2   ً3 :  ٌعن
2

=  2
2

+ 𝑟2   

3:   ٌعنً  = 2 + 𝑟2   أي     :𝑟 = 1 

  . 𝐴𝐵𝐶  و العمودي على المستوى Ω المستقٌم المار من النقطة  Δ لٌكن 

,𝑀 𝑥و لتكن  𝑦, 𝑧  نقطة من المستقٌم  Δ .  

𝜖Ω  و   𝑀𝜖 Δ:  بما أن   Δ .  

  . Δ  متجهة موجهة للمستقٌم        Ω𝑀: فإن 

∧      𝐴𝐵  و        Ω𝑀فإن المتجهتان  𝐴𝐶        مستقٌمٌتان . 

=       𝑡𝜖ℝ   ;  Ω𝑀∃ : ٌعنً   𝑡  𝐴𝐵      ∧ 𝐴𝐶         ًٌعن    :  
𝑥 − 1 = 𝑡
𝑦 − 0 = 0𝑡
𝑧 − 1 = −𝑡

  

∶ ∆ :    ٌعنً     
𝑥 = 𝑡 + 1
𝑦 = 0      
𝑧 = 1 − 𝑡

   ;    𝑡𝜖ℝ  

  . ∆ و هذه الكتابة الأخٌرة عبارة عن تمثٌل بارامتري للمستقٌم 

,𝐻 𝛼لتكن  𝛽, 𝛾  و المستوى  ∆  نقطة تقاطع المستقٌم  𝐴𝐵𝐶 .  

 :      لدٌنا 
 ∆ ∶   

𝑥 = 𝑡 + 1
𝑦 = 0      
𝑧 = 1 − 𝑡

   ;    𝑡𝜖ℝ 

 𝐴𝐵𝐶 ∶ 𝑥 − 𝑧 − 2 = 0     

  

  :     إذن 

𝛼 = 𝑡 + 1         
𝛽 = 0               
𝛾 = 1 − 𝑡        
𝛼 − 𝛾 − 2 = 0

  

ٌَمها فً آخر معادلة𝛾 و 𝛼نعوض  𝑡 :    بقِ + 1 −  1 − 𝑡 − 2 = 0 

2𝑡:   ٌعنً  − 2 = 𝑡:      ٌعنً 0 = 1  

  :       نجد 𝛾 و 𝛼 لإٌجاد 1 بالقٌمة 𝑡نعوض 
𝛼 = 1 + 1 = 2 
𝛽 = 0                
𝛾 = 1 − 1 = 0

  

;2 :  و بالتالً  0;    ∆  نقطة تقاطع المستقٌم 𝐻  هو مثلوث إحداثٌات  0

  . 𝐴𝐵𝐶 و المستوى 

  Γ  وفق دائرة Ω مركزها  𝒮  مستوى ٌقطع فلكة  𝑃 إذا كان  : تذكٌر

⊥ 𝑃 :     فإن 𝑂مركزها   Ω𝑂   (  إنتهى التذكٌر) 

 
  . Γ  مركز الدائرة 𝑂لتكن 

⊥ Ω𝑂 : إذن  .  Γ  وفق الدائرة  𝑆  ٌقطع الفلكة  𝐴𝐵𝐶 لدٌنا   𝐴𝐵𝐶  

Ω𝐻:  و لدٌنا  =  12 + 02 +  −1 2 =  2 = 𝑑 Ω,  𝐴𝐵𝐶   

⊥ Ω𝐻 :    إذن   ABC  

∥ Ω𝐻 :     نستنتج أن  𝟐  و  𝟏 من   Ω𝑂  

 .منطبقان لأنهما متوازٌان و ٌشتركان فً نقطة واحدة                        و منه  

𝐻: و منه  = 𝑂 لأن 𝑂 𝜖  𝐴𝐵𝐶  و 𝐻 𝜖  𝐴𝐵𝐶 .  

  . Γ  هً مركز الدائرة 𝐻و بالتالً 

=  
0 1
−1 2

 𝑖 −  
−1 2
−1 2

 𝑗 +  
−1 2
0 1

 𝑘   

= 1𝑖 − 0𝑗 − 1𝑘  = 𝑖 − 𝑘   

,𝑑 Ω :    إذن   𝐴𝐵𝐶  =
 1 − 1 − 2 

 12 + 02 +  −1 2
=

2

 2
=  2 

𝒓 
𝑴 

𝑹 

𝛀 

 𝑨𝑩𝑪  

𝒅 𝛀,  𝑨𝑩𝑪   

 𝓢  

𝑶 

𝑅 هو   𝒮 نعلم أن شعاع الفلكة  = 3 :    و نلاحظ أن   . 3  >  2 

𝑅:    إذن  > 𝑑 Ω,  𝐴𝐵𝐶   

  ٌقطع الفلكة  𝐴𝐵𝐶 إذن المستوى  

 𝒮  وفق دائرة  Γ  شعاعها 𝑟.  

 𝑟و لتحدٌد قٌمة الشعاع 

 :   نستعٌن بالشكل التالً 

1 

 أ 3

 ب 2

 ب 3

 ب 2

 ج 3

𝐴𝑀        

 𝐴𝐵𝐶  𝑑 Ω,  𝐴𝐵𝐶   

∧      𝐴𝐵 :  و بما أن  𝐴𝐶         متجهة منظمٌة على المستوى   𝐴𝐵𝐶     

  ∆   . 𝐴𝐵𝐶 عمودي على     و    

 𝟐  

 𝟏  

 Ω𝐻  و  Ω𝑂  
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  :التمرٌن الثانً 

𝑧2:      المعادلة ℂلنحل فً  − 12𝑧 + 61 = 0 

=∆:     لدٌنا   −12 2 − 4 × 61 = −100 =  10𝑖 2 

 : معرفٌن كما ٌلً 𝑧1 و 𝑧2إذن المعادلة تقبل حلٌن عقدٌٌن 

 :      لدٌنا 

𝑎𝑓𝑓 𝐴 = 𝑎 = 6 − 5𝑖

𝑎𝑓𝑓 𝐵 = 𝑏 = 4 − 2𝑖

𝑎𝑓𝑓 𝐶 = 𝑐 = 2 + 𝑖

  

𝑎 :  ٌعنً  − 𝑐 = 2 𝑏 − 𝑐  ًٌعن       :𝐶𝐴      = 2 𝐶𝐵       

 . نقط مستقٌمٌة 𝐶 و 𝐵 و 𝐴إذن النقط 

 :  و ٌمكن كذلك أن نجٌب بالطرٌقة التالٌة 

;      𝐶𝐵 :   ٌعنً  𝐶𝐴                ≡ 0 ≡  2𝜋       

𝑑:  نضع  = 𝑎𝑓𝑓 𝐷  .   و ننطلق من الكتابة :𝑇𝑢    𝐶 = 𝐷.  

=      𝐶𝐷:    حسب التعرٌف المتجهً للإزاحة : إذن  𝑢   

=       𝑎𝑓𝑓 𝐶𝐷:  و منه باستعمال الأعداد العقدٌة  𝑎𝑓𝑓 𝑢   .   

𝑑 :     ٌعنً  − 𝑐 =  1 + 5𝑖  

𝑑:     ٌعنً  = 1 + 5𝑖 + 𝑐 = 1 + 5𝑖 + 2 + 𝑖 = 3 + 6𝑖  

𝑑:      إذن  = 3 + 6𝑖 

لنبٌن الآن أن 
3

4
1−  عمدة للعدد العقدي  + 𝑖 .  

 :    لدٌنا 

: ٌعنً أن 
3𝜋

4
1−  عمدة للعدد العقدي   + 𝑖 .   

إذن نختار 
3𝜋

4
;      𝐶𝐵  قٌاسا للزاوٌة الموجهة   𝐶𝐷                .   

 8عندما نسحب عشوائٌا و فً آن واحد ثلاث بٌدقات من كٌس ٌحتوي على 

𝐶8بٌدقات فإن هذه التجربة العشوائٌة تحتمل 
                    . نتٌجة ممكنة 3

= 𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω:  ٌعنً  𝐶8
3 = 56                                                   

 . هو كون إمكانٌات هذه التجربة العشوائٌة Ω: بحٌث 

𝐴 الحصول على ثلاث كرات تحمل أعدادا مختلفة مثنى مثنى    : لدٌنا  =      

= 𝑝 𝐴:    إذن 
5

28
 

 . نقط مستقٌمٌة 𝐶 و 𝐵 و 𝐴إذن النقط 

𝑧1 =
12 − 10𝑖

2
= 6 − 5𝑖    و    𝑧2 =

12 + 10𝑖

2
= 6 + 5𝑖 

 :     إذن 
𝑎 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
=

4 − 6𝑖

2 − 3𝑖
=

2 2 − 3𝑖 

 2 − 3𝑖 
= 2 𝜖 ℝ 

 :     إذن 
𝑎 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
= 2 𝜖 ℝ 

arg :         إذن                           :  لدٌنا   
𝑎 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
 ≡ 0  2𝜋  

𝑎 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
= 2 𝜖 ℝ 

 :     إزاحة معرفة بما ٌلً 𝑇: لدٌنا 
 𝒫    ⟼    𝒫          
𝑀    ⟼    𝑇𝑢    𝑀 

 

 :    لدٌنا 
𝑑 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
=
 3 + 6𝑖 −  2 + 𝑖 

 4 − 2𝑖 −  2 + 𝑖 
=  

1 + 5𝑖

2 − 3𝑖
 =

−13 + 13𝑖

22 −  3𝑖 2
 

=
13 −1 + 𝑖 

13
= −1 + 𝑖 

 :    و بالتالً 
𝑑 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
= −1 + 𝑖 

𝑒
𝑖3𝜋

4 = cos 
3𝜋

4
 + 𝑖 sin  

3𝜋

4
  

= cos  𝜋 −
𝜋

4
 + 𝑖 sin  𝜋 −

𝜋

4
  

= −cos  
𝜋

4
 + 𝑖 sin  

𝜋

4
  

= −
 2

2
+ 𝑖

 2

2
=
 2

2
 −1 + 𝑖  

𝑒 :        إذن 
𝑖3𝜋

4 =
 2

2
 −1 + 𝑖  

arg :     و منه   𝑒
𝑖3𝜋

4  ≡ arg 
 2

2
 −1 + 𝑖    2𝜋  

 :      ٌعنً 
3𝜋

4
≡ arg 

 2

2
 + arg −1 + 𝑖   2𝜋  

 :      ٌعنً 
3𝜋

4
≡ 0 + arg −1 + 𝑖   2𝜋  

arg −1 :     و بالتالً  + 𝑖 ≡
3𝜋

4
  2𝜋  

 :    لدٌنا 
𝑑 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
= −1 + 𝑖 

arg :     إذن   
𝑑 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
 ≡ arg −1 + 𝑖   2𝜋  

arg :    ٌعنً   
𝑑 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
 ≡

3𝜋

4
  2𝜋  

;      𝐶𝐵  :   أي  𝐶𝐷                ≡
3𝜋

4
  2𝜋  

الحصول 

على كرة 

 0تحمل 

الحصول على 

كرة ثانٌة 

 1تحمل 

الحصول 

على كرة 

 2ثالثة تحمل 
=

𝑐𝑎𝑟𝑑   و  و  

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
 

=
𝐶1

1 × 𝐶5
1 × 𝐶2

1

56
=

1 × 5 × 2

56
=

10

56
=

5

28
 

 
1 

1 

1 1 

1 

2 

2 0 

الحصول على 

ثلاث بٌدقات تحمل 

أعدادا مختلفة 

 مثنى مثنى

𝑝   = 𝑝    و  و  
الحصول 

على كرة 

 0تحمل 

الحصول على 

كرة ثانٌة 

 1تحمل 

الحصول 

على كرة 

 2ثالثة تحمل 

  :التمرٌن الثالث 

1 

 أ 2

 د 2

 ب 2

 ج 2

1 
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  :التمرٌن الخامس 

𝐵 5 مجموع الأعداد التً تحملها البٌدقات المسحوبة ٌساوي    : لدٌنا  =      

 :      لدٌنا 

5 = 0 + 1 + 4
5 = 0 + 2 + 3
5 = 1 + 1 + 3
5 = 1 + 2 + 2

  

  .4 و 3بما أن الكٌس لا ٌضم أٌة بٌدقة تحمل العددٌن 

5:   هً 𝐵الحالة الوحٌدة التً ٌتحقق فٌها الحدث : فإن  = 1 + 2 + 2 

 :    إذن 

فُ نتٌجة السؤال   .فً إحدى مراحل الجواب  (1سوف نُوَظِّ

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :     لدٌنا  < 12 

𝑛𝜖ℕ   ;   𝑢𝑛+1∀ :     إذن  − 12 < 0 

𝑢𝑛 ٌعنً أن الكمٌة   −   .ℕ من 𝑛  سالبة كٌفما كان  12

10:  نعلم أن  < :    إذن 11
10

11
< 1   

𝑢𝑛 نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً العدد السالب  −  :  نحصل على  12

                               : نحصل على  (1نستعمل نتٌجة السؤال 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1 − 12 > 𝑢𝑛 − 12                                                

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1∀ :     ٌعنً  > 𝑢𝑛 

 .  تزاٌدٌة قطعا 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ المتتالٌة  : إذن 

  12  تزاٌدٌة و مكبورة بالعدد 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ بما أن المتتالٌة  

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :  لأن  ) < 12  ) 

 .فإن هذه المتتالٌة متقاربة 

  متتالٌة هندسٌة أساسها  𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ :  إذن 
10

11
 

𝑣0:    و لدٌنا  = 𝑢0 − 12 = 11 − 12 = −1 

𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ     :  ∀𝑛𝜖ℕ   ;  𝑣𝑛 لدٌنا حسب تعرٌف المتتالٌة  = 𝑢𝑛 − 12 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :     إذن  = 12 + 𝑣𝑛 

 :      نحصل على  ∗ و منه باستعمال العلاقة 

 نلاحظ أن 
10

11
 
𝑛

 متتالٌة هندسٌة أساسها 
10

11
 1 و هو عدد موجب أصغر من 

;0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  0:    إذن  .  1 < 𝑥 < 1 

𝑥 : ٌعنً  − 1 < 𝑥  و 0 + 1 > 𝑥 :  و منه 0 + 1  𝑥 − 1 < 0 

𝑥2 :    ٌعنً  − 1 < 0 

0:  و لدٌنا كذلك  < 𝑥 < ln:   إذن 1 𝑥 < 2𝑥2:    ٌعنً 0 ln 𝑥 < 0 

𝑥2  نستنتج أن الكمٌتان   𝟐  و  𝟏 من  − 2𝑥2  و   1 ln 𝑥 سالبتان  

;0 على المجال  1 .  

> 𝑥 و منه    . عبارة عن مجموع كمٌتٌن سالبتٌن 𝑔(𝑥)  لأن 0

= 𝑔 1:  و بما أن  ;𝑥 𝜖  0 ∀:    فإن 0 1   ;   𝑔(𝑥) ≤ 0   

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;  
10

11
 𝑢𝑛 − 12 > 1 𝑢𝑛 − 12  

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1∀  :     أن  (1نعلم حسب السؤال  − 12 =
10

11
 𝑢𝑛 − 12  

ٌُكتَب على الشكل 𝑣𝑛و بالتالً حدها العام      :  ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑣𝑛 = 𝑣0  
10

11
 
𝑛−0

 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑣𝑛∀  :    إذن  = − 
10

11
 
𝑛

 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑢𝑛 = 12 −  
10

11
 
𝑛

 

lim :      إذن 
𝑛∞

 
10

11
 
𝑛

= 0 

lim :      و بالتالً 
𝑛∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛∞

 12 −  
10

11
 
𝑛

 = 12 − 0 = 12 

مجموع الأعداد 

التً تحملها 

البٌدقات المسحوبة 

 5ٌساوي 

=  𝑝 2بٌدقتان تحملان العدد  1بٌدقة تحمل العدد  𝑝  و   

=
𝑐𝑎𝑟𝑑   و  

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
=
𝐶5

1 × 𝐶2
2

56
=

5 × 1

56
=

5

56
 

بٌدقة 

تحمل 

 1العدد 

بٌدقتان 

تحملان 

 2العدد 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :    نجد 𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ إذن حسب تعرٌف المتتالٌة    𝑣𝑛+1 =
10

11
𝑣𝑛  

  :التمرٌن الرابع 

𝐶 4 مجموع الأعداد التً تحملها البٌدقات المسحوبة ٌساوي    : لدٌنا  =      

 :        لدٌنا 
4 = 1 + 1 + 2
4 = 0 + 2 + 2

  

 :إذن 

∶ 𝑃𝑛 :     التالٌة  𝑃𝑛 نعتبر العبارة    ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑢𝑛 < 12 

𝑢0:  لدٌنا  = 11 <  . صحٌحة  𝑃0 إذن العبارة   . 12

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :    نفترض أن  < 12 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :     إذن  − 12 < 0 

  ;   𝑛𝜖ℕ∀ :     إذن 
10

11
 𝑢𝑛 − 12 < 0 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1∀ :    ٌعنً  − 12 < 0 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1∀ :     أي  < 12 

 . صحٌحة  𝑃𝑛+1 إذن العبارة 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :    حسب مبدأ الترجع : و بالتالً  < 12 

𝑢𝑛+1 :     لدٌنا  . عددا صحٌحا طبٌعٌا 𝑛لٌكن  =
10

11
𝑢𝑛 +

12

11
 

𝑢𝑛+1 − 12 =
10

11
𝑢𝑛 +

12

11
− 12 =

10

11
𝑢𝑛 −

120

11
 

=
10

11
 𝑢𝑛 − 12  

;   𝑛𝜖ℕ∀  :    ٌعنً    𝑢𝑛+1 − 12 =
10

11
 𝑢𝑛 − 12  

 :   إذن 

=
𝐶5

2 × 𝐶2
1

56
+
𝐶2

2 × 𝐶1
1

56
=

10 × 2

56
+

1

56
=

21

56
=

3

8
 

بٌدقتان تحملان العدد 

 و بٌدقة واحدة 1

 2تحمل العدد 

بٌدقتان تحملان العدد 

 و بٌدقة واحدة 2

 0تحمل العدد 

𝑝 𝐶 = 𝑝  أو   

= 𝑝  + 𝑝   
بٌدقتان تحملان العدد 

 و بٌدقة واحدة 1

 2تحمل العدد 

بٌدقتان تحملان العدد 

 و بٌدقة واحدة 2

 0تحمل العدد 

=

𝑐𝑎𝑟𝑑   

56
+

𝑐𝑎𝑟𝑑   

56
 

بٌدقتان تحملان العدد 

 و بٌدقة واحدة 1

 2تحمل العدد 

بٌدقتان تحملان العدد 

 و بٌدقة واحدة 2

 0تحمل العدد 

 ب 2

 ج 2

 أ 3

 ب 3
1 

 أ 2
I 1 

 ∗  

 𝟏  

 𝟐  
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;1  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  𝑥:  ٌعنً   .  ∞+ > 1 

2𝑥2:    و منه  ln 𝑥 > 0 

𝑥و لدٌنا كذلك  > 𝑥 :  إذن 1 − 1 > 𝑥  و 0 + 1 > 0.  

𝑥 :   و منه  + 1  𝑥 − 1 > 𝑥2 :     ٌعنً 0 − 1 > 0   

𝑥2  نستنتج أن الكمٌتان    و   من  − 2𝑥2 و  1 ln 𝑥 موجبتٌن 

;1 على المجال   +∞  

< 𝑔 𝑥: و منه   . عبارة عن مجموع كمٌتٌن موجبتٌن قطعا 𝑔(𝑥) لأن 0

= 𝑔 1:  و بما أن  ;𝑥 𝜖  1 ∀:     فإن 0 +∞   ;   𝑔(𝑥) ≥ 0    

𝑥 المستقٌم ذو المعادلة  : " و تأوٌل هذه النهاٌة مبٌانٌا هو  = 0              

 "مقارب عمودي للمنحنى         بجوار الصفر  (ٌعنً محور الأراتٌب )

 نستنتج أن           ٌقبل فرعا شلجمٌا فً اتجاه  𝟐  و  𝟏 و من النهاٌتٌن 

  .∞+محور الأراتٌب بجوار 

;0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  = 𝑓 𝑥:  لدٌنا  .  ∞+  𝑥2 − 1 ln 𝑥 

𝑓:                    إذن  ′ 𝑥 =  𝑥2 − 1 ′ ln 𝑥 +  ln 𝑥 ′ 𝑥2 − 1  

  .1إذن          ٌقبل مماسا أفقٌا فً النقطة ذات الأفصول 

;𝐼    : ∀ 𝑥 𝜖  0) 1)لدٌنا حسب نتٌجة السؤال  1   ;   𝑔(𝑥) ≤ 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀:    إذن  1   ;   
𝑔(𝑥)

𝑥
≤ 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀:    ٌعنً  1   ;   𝑓′(𝑥) ≤ 0 

;0  تناقصٌة على المجال 𝑓ٌعنً أن الدالة  1 .  

;𝑥 𝜖  1 ∀:     أن 𝐼) 2)و نعلم كذلك حسب السؤال  +∞   ;   𝑔(𝑥) ≥ 0 

;𝑥 𝜖  1 ∀:     ٌعنً  +∞   ;  
𝑔(𝑥)

𝑥
≥ 0  

;𝑥 𝜖  1 ∀:      ٌعنً  +∞   ;   𝑓′(𝑥) ≥ 0 

;0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  𝑥:    إذن  .  1 ≤ 1 

≤ 𝑓 𝑥: و منه  𝑓(1)   (  لأن𝑓 0,1  تناقصٌة على المجال  ). 

;𝑥 𝜖  0 ∀:     إذن  1   ;   𝑓(𝑥) ≥ 0 

;1  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  𝑥:    إذن  .  ∞+ ≥ 1 

≤ 𝑓 𝑥:  و منه  𝑓 1   ) لأن 𝑓 1  تزاٌدٌة على المجال; +∞  ). 

;𝑥 𝜖  1 ∀:    إذن  +∞   ;   𝑓(𝑥) ≥ 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀:   نستنتج أن    و   من النتٌجتٌن  +∞   ;   𝑓(𝑥) ≥

0    

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   إذن    𝑢′ 𝑥 = 𝑣(𝑥) 

  .ℝ على 𝑣 دالة أصلٌة للدالة 𝑢ٌعنً أن الدالة 

;1  تزاٌدٌة على المجال 𝑓ٌعنً أن الدالة  +∞ .  

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

 𝑥2 − 1 ln 𝑥 =  0 − 1  −∞ = +∞ 

lim :إذن 
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = +∞ 

lim :   لدٌنا 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑥2 − 1 ln 𝑥 =  +∞  +∞ = +∞ 

lim :    إذن 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

lim :   إذن 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= +∞ 

= 2𝑥 ln 𝑥 +
𝑥2 − 1

𝑥
=

2𝑥2 ln 𝑥 + 𝑥2 − 1

𝑥
=
𝑔(𝑥)

𝑥
 

;𝑥 𝜖  0 ∀ :    إذن  +∞   ;   𝑓 ′ 𝑥 =
𝑔(𝑥)

𝑥
 

𝑓 :  نحصل على 1 بالعدد 𝑥نُعَوض  ′ 1 =
𝑔(1)

1
= 0 

= 𝑢 𝑥 :    لدٌنا  . ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن 
𝑥3

3
− 𝑥 

  𝑥2 − 1      
𝑢′

ln 𝑥 
𝑕

2

1

𝑑𝑥 =  𝑢 𝑥 ∙ 𝑕 𝑥  1
2 − 𝑢 𝑥 ∙ 𝑕′ 𝑥 

2

1

𝑑𝑥 

=   
𝑥3

3
− 𝑥 ln 𝑥 

1

2

−  
𝑥3

3
− 𝑥 ∙

1

𝑥

2

1

𝑑𝑥 

=  
8

3
− 2 ln 2 −   

𝑥2

3
− 1 

2

1

𝑑𝑥 

=  
8

3
− 2 ln 2 −

1

3
 
𝑥3

3
 

1

2

+  𝑥 1
2 

=
2

3
ln 2 −

1

3
 

8

3
−

1

3
 +  2 − 1  

=
2 ln 2

3
−

7

9
+ 1 =

2

9
 1 + 3 ln 2  

𝒙 1 

0 

0 

𝑓 

− 𝑓′(𝑥) 0 + 

+∞ 

+∞ +∞ 

 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

= lim
𝑥→+∞

 𝑥 −
1

𝑥
  ln 𝑥 =  +∞  +∞ = +∞ 

lim :    و لدٌنا 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 
𝑥2 − 1

𝑥
 ln 𝑥 

I 2 II 2 ج 

II 1 أ 

 II 1 ب
II 3 

II 2 أ 
II 4 أ 

 ب 4

 2 ب

II 

II 

 𝟏  

 𝟐  

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 𝟐  

 𝟏  

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 𝟏  

 𝟐  

= 𝑢′ 𝑥 :   إذن 
3𝑥2

3
− 1 = 𝑥2 − 1 = 𝑣(𝑥) 

𝟐 

𝟏 

𝟏 

𝟐 
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 و محور           مساحة الحٌز من المستوى المحصور بٌن المنحنى 𝒜لتكن 

𝑥الأفاصٌل و المستقٌمٌن   = 𝑥  و  1 = 2.   

 .نعلم أن التكامل ٌقٌس هندسٌا طولا أو مساحة أو حجم 

;𝑥 𝜖  0 ∀:    و نعلم أن  +∞   ;   𝑓(𝑥) ≥ 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀:    إذن  +∞   ;   𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

𝒜 :    و منه  =  𝑓(𝑥)
2

1

𝑑𝑥 =   𝑥2 − 1 ln 𝑥
2

1

𝑑𝑥 

=
2

9
 1 + 3 ln 2  𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 

=
2

9
 1 + 3 ln 2  3 𝑐𝑚 2 

=
2

9
 1 + 3 ln 2 × 9 𝑐𝑚2 

= 2 1 + 3 ln 2  𝑐𝑚2 

≈ 6,16 𝑐𝑚2 

 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

𝒜 

𝒜 :    إذن  =   𝑓(𝑥) 
2

1

𝑑𝑥 

 II ج 4

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 
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